Clase 6



* Proposicion 9.3.1
Sea (M, g) un espacio-tiempo que satisface R, £2€® =0 [J¢*temporal. Sea y

una geodésica temporal y p[J y. Si la congruencia de geodésicas temporales
que salen de p hacia el futuro tome un valor 8, <O enr [Jy, [J [Iql] y punto

conjugado de p en un tiempo propio T ( medido desde r), con 1<3 /| 9, |, claro,
asumiendo quey se extiende al e menos esta cantidad de tiempo propio!.

* Def: Diremos que un espacio-tiempo que satisface la condicion temporal
gengrica, si en toda geodésica temporal y hay al menos un p [] Yy donde

R4 €%€?#0 (& tangente a y).

* Proposicion 9.3.2

Sea (M, g) un espacio-tiempo que satisface la condicion temporal generica, y
R, &%= 0 [J&*temporal, [J toda geodésica temporal completa y tiene un

par de puntos conjugados.



Relacion entre extremalidad temporal de geodésicas temporales y existencia de
puntos conjugados.

Consideremos un punto py otro qL/ I'(p) y el conjunto C de curvas temporales
de p a q y la funcion tiempo propio T sobre este conjunto. Sabemos que una
geodésica Y esta caracterizada por la condicion de que para cualquier familia
uniparamétrica de curvas que la contenga, parametrizada por 0 donde o =0
corresponda a Y se tiene T(0)/da |0 =0. Nos interesa ahora considerar la
segunda variacion para ver si € se trata e un extremo, o un punto de inflexion.
Un calculo algo largo, pero directo (Ver Wald pg 227 228) resulta en

d21(a)/do? 0 = [ X*O(X,) dt Donde O(X ,)=T.O%T,0’X,) + R , ¢T°T X

Teorema 9.3.3. Sea yuna curva temporal de p a g, entonces Y maximiza el
tiempo propio de p a g sii Y es una geodesica sin puntos conjugados entre p y q.

Idea de la demostracion: S1 yno es geodesica existen variaciones de primero
orden de cualquier signo, en particular positivo. SiY contiene un punto r
conjugado a p entre p y g, entonces con el vector de Jacobi usado como
desviacion geodésica obtenemos una curva de p a r con 1gual tiempo propio

( hasta orden 2) que el segmento de Yy de p ar. Usando dicha curva concatenada
con el segmento de y de r a q tenemos una curva con igual tiempo propio

( hasta orden 2), Redondeando la arista podemos conseguir alargar el tiempo
propio a primer orden.



Def: Dada 2 una hiepersuperficie espacial, consideramos la congruencia de
geodésicas ortogonales a 2 ( que son temporales) parametrizadas por tiempo
propio. Sea &* ¢l campo tangente a estas geodésicas. La curvatura extrinseca

de 2, K, es:

K, =U,¢ bE B ab|Z
Como vimos antes K, es bi-ortogonal a &* o sea es puramente espacial. En

este caso la congruencia es o0.s. (ortogonal a 2 por construccion ) el twist

es 0[] Kab es simétrica.

Tarea Chequear que
K,=12L; (g, =1/2L; (h,-&&,)=1/2L; (h,)

Tarea chequear que en coordenadas normales gaussianas adaptadas a &* se
tiene:

Kpuv = dhpuv /0t

La traza de la curvatura extrinseca es K=h® K =h® B =6



Def: Un punto p [1 M, sobre una geodésica Yy de la congruencia
ortogonal a 2 se dira conjugado a 2 s1 existe un vector desviacion
N® ortogonal a ¢ y Z0 en 2 pero es 0 en p.

Proposicion 9.3.4

Sea (M, g) un espacio-tiempo que R, ¢¢® =0 LI¢* temporal, y sea
2. una hipersuperficie espacial y q U2 donde K=0<0 [J Enun
tiempo propio T< 3/|K| hay un p sobre Yy la geodésica ortogonal a
2 por g, que es conjugado a 2, claro suponiendo que Y se extiende

tanto.

Teorema 9.3.5

Sea Yy una curva temporal de p a q en 2, ( hipersuperficie espacial
suave). Entonces Y maximiza ( localmente) el tiempo propio de p a
2. sli Y es una geodesica ortogonal a 2 sin puntos conjugados entre

Py 2.



Todas estas consideraciones tienen sus analogos nulos:

* Proposicion 9.3.6
Sea (M, g) un espacio-tiempo que satisface R kik" = 0 [k* nulo. Sea y una

geodésica nula y p [1y. Si la congruencia de geodésicas nulas que salen de p
hacia el futuro tome un valor 6, <O enr [Jy, [J [Iql] ypunto conjugado de p

dentro de un pardmetro afin A<2 /|6, |, ( medido desde r), asumiendo quey
se extiende al menos esta cantidad de parametro afin.

* Def: Diremos que un espacio-tiempo que satisface la condicidn genérica
nula, s1 en toda geod¢sica nula y hay al menos un plly

donde k R ..o k o kK°ke#0 (k* tangente a y).

* Proposicion 9.3.7
Sea (M, g) un espacio-tiempo que satisface la condicion genérica nula ,
y R, k?k® =0 Uk*nulo, [l toda geodésica nula completa y tiene un par de
puntos conjugados.



Def: Dada |1 una curva causal suave de p a q diremos que es suavemente

deformable a una curva temporal de p a g si existe una familia uniparametrica
de curvas A(0) de p a q con A(0)= Ly A(a) temporal [la>0.

Teorema 9.3.8.

Sea |l una curva causal suave y p, q LIl. Tendremos que |l no es suavemente
deformable a una curva temporal de p a g sii U es una geodésica nula sin puntos
conjugados apentrepyq.

En el caso nulo podemos considerar la nocion de conjugacion para una
superficie espacial bidimensional S:

Esta tiene dos normales nulas dirigidas la futuro. Asumimos que S es orientable
y seleccionamos las geodésicas ““salientes” y las “entrantes”. Llamaremos a
dichas colecciones de geodésicas, “congruencias” aunque solo general 3
superficies nulas.

Def: Sea |1 un elementote una congruencia de geodesicas nulas ortogonales a
S superficie espacial 2D. Un p LIl se dira conjugado a S s1 existe sobre L un
vector de desviacion de la congruencia,# 0 en S pero es 0 en p.



* Proposicion 9.3.9
Sea (M, g) un espacio-tiempo que satisface R, kk® >0 [Ik® nulo. Sea S una

subvariedad bi-dimensional espacial tal que la expansion 8 de las geodésicas
nulas salientes toma un valor 8, <0 en q [JS, [l Up punto conjugado de S,

sobre la geodésica nula [ saliente de q, dentro de un parametro

afin A<2 /| 8 |, ( medido desde q), asumiendo que [ se extiende al menos esta
cantidad de parametro afin.

* Teorema 9.3.10 . Sea S una subvariedad bi-dimensional espacial y [ una
curva causal de S a p . Tendremos que |l no es suavemente deformable a una
curva temporal de S a p si1 U es una geodésica nula ortogonal a S sin puntos
conjugados a S entre Sy p.

* Teorema 9.3.11. Sea (M, g) un espacio-tiempo globalmente hiperbdlico y K
una subvariedad espacial compacta y orientable [1 [Ip [1d(I"(K)), [Jyuna
geodésica nula dirigida al futuro, que es ortogonal a K pasa por p y no tiene
puntos conjugados entre K y p.



