Clase 5

Entregar tareas.



Congruencias geodesicas

Teniamos una congruencia de geodésicas temporales, parametrizadas
por tiempo propio. Sus tangentes satisfacen ¢, =-1

« Def: B, =[] ¢, Entonces
1) B, =0, y ¢°B,, =0 o sea B, es bi-ortogonal a &*

11) Escogiamos una subfamilia uniparamétrica y considerabamos el vector de
desviacion geodésica I ?, elegido de modo que ), &° =0.

iii)) Como [N, ¢]°=n*11(&°)- &* U, (N°)=0 tenemos que
¢* U, (Nn>=n*B> U B, mide la falla de n° de ser transportado paralelamente.

 Consideramos S (M) el sub-espacio de T (M) ortogonal a ¢* .

Sea&*, V", V)%, V3 *una base ortonormal de T (M) [ V,*, V,*, V*es base
de S (M). El proyector es p*,= 0", + &%,

Sumétricaes h,=g,  +¢¢, .

Su inversa (restringida a S (M)) es h**= g*+¢&*¢"pues h,, h> = p°

Def: expansion 6 =B, h* twist w,, =B , , anti-simétrico

y cizalla ( Shear) o, =B ., -(1/3)h, 0 simétricoy de traza 0



Significado Fisico

Expansion: @
N/
Twist: @

Tarea 1) Hacer los calculos detallados de los ejemplos sec. 2.2
(pg 33 a 36) de “A relativistic Toolkit”, E. .Poisson.
2) Considere una onda gravitacional sobre un fondo
plano representada porg.. =n., * Ve Y

con

00O0O Calcular expansion, shear, y twist.
v..=\ 0abo de las geodésicas asociadas con
0 b-a 0 (d/0t) antes de que pase la onda.

0000



Nota: El teorema de Frobenius Apendice B 3.2 dice que un
campo ¢ es ortogonal a una superficie (0.s.) sii [lv @tal

que L, Eb]: Via, Eb] |

Pero como ¢" [, ¢,,=0 tenemos que [, &, =V, ¢, []

v, es proporcional a ¢, (posiblemente 0) , pero en cualquier
caso [, ¢, =0.Es decir que {* es (0.s.) [ el twistes 0

Por otro lado si el twist es 0 [] v 2=0 satisface [1, ¢,=V,, &,

[] ¢*es (0.s.).

Es decir en nuestro caso ¢? es (0.s.) sii el twist es 0.



Evolucion a lo largo de las geodesicas

Para empezar es claro que: B, =(1/3)6h,, +0, +w

Nos interesa “dB,, /dt”=¢°L]_(B,,) =& [, €,
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De esta ecuacion se puede extraer la evolucién de O 0., Y Wi

En particular contrayendo con g2° = h?® - &2&P tenemos:
¢, 0=R, "¢ ¢,-h® B, B, _=-R 4¢¢, - BB, de modo

que :dB/dt=-R_, ¢°€4-(1/3)8*- 0, O + w,, w

Ecuacion de Raychadury, central en el teorema de crecimiento del
area de los agujeros negros y en los teoremas de singularidades.



Notemos que los términos 2 y 3 tienen signo definido.

Veamos ahora el Primero: -R_, &€ Usando las ecuaciones de Einstein conectamos
con la materia en el espacio-tiempo: R, - (1/2)g ,R=81G T, [

R = 8TG(T - (1/2)g,, )L -Ry &€= -8TG (T &€ +(1/2)T)

Esto nos lleva a considerar las Condiciones de energia:

WEC: U &*temporal , T, & §4=0.

SEC: U &* temporal unitario , T_, ¢ +(1/2)T =0.

DEC: U &*temporal dirigido al futuro , -T_, ¢°es temporal o nulo dirigido al futuro.
NEC: U &*nulo, T_&°€¢4=0.

En una base local Minkoskiana t?, x*,y?*,z* para materia “razonable” tendremos
T,= ptt+ Px,x,+P,y,y, P,z z densidad y presiones principales.

( /para que caso razonable no se puede escribir asi?)

WEC: = p20 & p+ P.20,1=1,2,3.

| Tarea:
SEC: « p+X P20 & p+ P, 20,i=1,23. Demostrar
DEC: < p=|P,;|, i=1,2,3. todo esto

NEC: < p+ P.>0,i=1,23.
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Propocision: Si se satisfacen las Ec. de Einstein con materia que satisface
la SEC ysiw,=00 6(1)'=206,"'+(1/3)1

Dem : De la ec. de Raychadury

dO/dt=-R_, &¢4-(1/3)82- 0, 0 + w,, W

dO/dt <-(1/3)8* 10 82d0/dt <-(1/3) O -d(0") /dt <-(1/3)
[0 d(6')/dt =(1/3) LI integrando 6(1)'=06,"'+ (1/3) T.

Lema 9.2.1: Si se satisfacen las Ec. de Einstein con materia que satisface
la SEC vy siw, =0 ( congruencia ortogonal a hipersuperficie, Frobenius)

y 6,<0 [1 6 - -c0 en un tiempo propio menor a -3 6, .

Dem : Del lema anterior 6(T)!' = 06, + (1/3) T asi que 6(T)"! es una funcion
inicialmente negativa, acotada inferiormente por la recta 6,"! + (1/3) T..

/\ > .
0, — -390'1

Entonces se acerca a O-antes que esta recta, que lo hace para

1=-3 6, (>0). Finalmente, cuando 6 — 0 [] B 5 -0,

Nota: Esto no refleja aun singularidades, simplemente “Causticas™



Congruencias Geodésicas Nulas

Llamamos A al parametro afin, k# al vector tangente. Considramos una

sub-familia uniparamétrica, con parametro s, y vector de desviacién n#

Tarea: Demostrar que n?(1) se puede escribir como n? (1) =n2., (T) -2 (T)
donde n@,; (T) es propagado paralelamente y I? ortogonal a k2.

Nota 1 : No nos interesa n?., (T) , solo 2.

Nota 2 :Tomando una base local Minkoskiana t*, x?*,y?*,z* tal que
ka=c(t*+ x?*) [J Los I ortogonales a k% son combinacion lineal
de k#,y?*, z*. Pero dado I? la descomposicion en su parte

proporcional ak?y su parte ortogonal a k? jno es unica ! Pues en este caso k@
es proporcional ortogonal a k@ .

Nota 3 : Sin?, (1) yn?, (1) difieren por algo proporcional a k2

[] Representan la misma desviacion geodésica:
a
k naa)(T)

N4, (1)



Formalismo para el caso nulo
Dada la congruencia de geodésicas nulas, definimos para cada p en ella
Def. V, ={ velI T (M) / vek,=0}
Def. EnV definimos la relacion = asi: v@=w? < va- w2 []k®

Tarea: demostrar que = es una relacion de equivalencia.
Def: VI=V_ /= elespacio de las clases de equivalencia.

Tarea: Consideremos en V [l las operaciones: +, ¢ definidas asi:
[Va]+wa]=[vd +wa] v Oa OO, ae«[vd]=[a v
I)Demostrar que las operaciones estan bien definidas.
li)Demostrar que (V I, +, ) es un espacio vectorial sobre [].

lii)Demostrar que la proyeccion I'1:V, -V Idada por I (v?) = [v?] esta
bien definido.

Ahora queremos considerar la proyeccion de tensores generales a este
espacio.



Consideremos un elemento |, del espacio dual T (M).
Claramente define también un elemento p,de V', pues T (M) O V.
Para poder definir 1,1 enV I” el dual de VI se requiere definir

L ([vé]) paralo que tenemos el candidato |1 v® pero para que esta sea
una buena definicion se requiere que si w?[1[v?] entonces [ w2 =L v*
Es decir que para una buena definicion se se requiere que |1 k=0

En general un tensor T @ .~ sobre T (M) definira un tensor T >0

_sobre V I sii satisface la condicion C.

g

Def : T 20 . satisface la condicion C. Si su contraccion en un indice
con k?o k,y en los demas indices superiores con v2/ K v@ =0; y en los
demas indices inferiores con |, /|1_k?=0, da como resultado 0.

Notar: 1) g,, satisface la condicion C[1 define h, Imétrica en V[

2)g*° satisface la condicion CL1 define h="ll inv. metrica en V I

3) h,,0hecl =3 clen V. I



Consideraciones analogas al caso temporal nos llevan a
Def B,, =L1 k, Entonces kB, =0, y k°B,, =0 o sea

entonces define B[
Def: expansion 6 =B, Uh*l twist w, U1=B | I anti-simetrico
y Shear 0,0=B ,,U-(1/2)h, 06 simétricoy de traza 0.
Tendremos entonces B, !=(1/2)0h 0 +o, 0+ w U

Nos interesa “dB, /d\” =kl (B,)=R_, k°k, - B¢, B,

De aca se puede extraer la evolucion de 6,0,y w [
En particular contrayendo con h®l tenemos:

do/dt =-(R_, k°kd) -(1/2)8* -0, 1 g 0+ w_ 0wl



En completa analogia con el caso temporal, tenemos:

Lema 9.2.2: Si k*es el campo tangente ( asociado a un parametro

afin) a una congruencia de geodésicas nulas, y el espacio-tiempo
es solucion de laslas Ec. de Einstein con materia que satisface la
NEC y s1 w_, =0 ( congruencia ortogonal a hipersuperficie,

Frobenius) y 6,<0
En algtin punto de la congruencia, [] 0 - -c0 en un dentro de un
rango de pardmetro afin menor a -2 9, .

Tarea Llenar detalles.



Puntos conjugados

Consideremos la ecuacion de desviacion geodésica:
a*=Tel] (T, X*)=-R,2*T¢TIX" ( ver cap3)

Def: Dada una geodésica y con parametro afin y tangente v?, un
campo N* definido sobre y se llama un campo de Jacob1 sies
solucion a la ecuacion de desviacion geodésica

vell (vP U, n?®) =-R,2vevin®

Def: Dada una geodésica Yy con parametro afin y tangente v* un par
de py qpuntos sobrey se dirdn puntos conjugados, s1 existe un
campo de Jacob1 nN*# 0, tal que n* (p) =N (q)= 0.

’ q
Y
n?



Condiciones para la presencia de puntos conjugados:

Sea Y una geodésica con parametro afin y tangente vy p en V.
Consideremos la congruencia de geodésicas temporales salientes de p
y dirigidas al futuro.
Todo campo de Jacobi que se anula en p es vector de desviacion
geodésica de esta congruencia.
Proposicion : Un punto g en Y en el futuro de p es conjugado a p

= B -0 enq.

Demostracion: Tarea: Estudiar del Wald pg 225 -226.



