Volviendo a las ecuaciones de evolucion ( Ec de Einstein
en el vacio) podemos imaginar que tomamos coordenadas
x" en M y queremos ver las ecuaciones para g,,. Como
nos dan datos iniciales en 2 escogemos las coordenadas
de modo que x"=t sea tal que t=0 corresponda a X

(¢, por que se puede hacer esto?)

Simplemente haciendo la cuenta obtenemos que

Ry =
-1/220[3 qu[ -2636(\, g + aﬁaa Zuv +auav gO(B] + Fuv (gaag)*

de modo que

Gw =Ry -(1/2) Rgy =
(-1/2) Z4p gGB[ -20p0w Ea T+ 0p0q g 10,0y Zap] +
(1/2) Zapoo 2w 2™ 2% [ -0p0) Zou 060 oo ] + Ly (2, 0 2)

Tarea 1 verificar las expressiones de arriba y calcular
explicitamente la formade Fy L.

El punto es que estas ecuaciones no son de tipo diagonal
hiperbolico.

De hecho ya sabemos que de estas 10 ecuaciones 4 son
constriccion y no ecuaciones de evolucion. Como hay en
principio 10 incognitas g, el sitema es subdeterminado.
no puede tener solucion Unica.

Esto lo entendemos como asociado a la libertad de norma.
Que en nuestro caso tiene que ver con la invariancia ante



difeomorfismos. Como sabemos, si tenemos un
espaciotiempo (M, g,,) y un difeomorfismo ( mapeo
biyectivo suave con inversa suave)

@: M - M, entonces (M, @*g,,) representan el mismo
espacio-tiempo. El punto es que si imaginamos dados los
datos iniciales en 2 y una solucion (M, g,,) a la ecuacion
coincidendo con dichos datos y ahora consideramos un
difeomorfismo que coincide con la identidad en un
entormo de 2 es claro que tendremos en (M, @*g,,) otra
solucion que satisface los datos iniciales.

Esto usualmente se describe en terminos de cambio de
coordenadas, pero veamos la relacion entre la descripcion
de arriba y la usual.

Para esto sera util denotar a la imagen del difeomorfismo
com M’ (aunque en verdad M y M’coincidan, de hecho
sabemos que dos variedades difeomorfas son la misma
varidad abstracta).

Considermos

IdM-M’
@: MM’
Dada una carta coordenada de M

¢:M- 0" Up UM, x*(p)=T"(9(p))

Podemos considerar ahora dos cartas en M’
D OqOM, x*(q=M"(¢1d"(q)))

y

2)  OgqOM, y*(q9=N"(d(¢'()



Dado un campo tensorial T - ., en M, definimos dos en
M’

a) Id* (T ab.. cd..)

y

b) @* (T ™ ca.)

Tarea 2:
Considere como son las componentes de los tensores a 'y
b de en las cartas 1 y 2.

Dadas unas coordendas en M, y las components de g., y
= g, estan relacionadas por

guw= g (0/0 x*)*(0 /0 x")°
gw’ = (" ga )(0 /0 x)"(0 /0 x")"=
g (@ (0/0 X)) (@ (0/0 %)) =

que coincide con un simple cambio de coordenadas
determinado por “ y = ((x)”, mas pracisamente “y" = [1"
(@(x))”. Que quiere decir exactamente?

Asique g, =gw (0/0y")*(0/0y")

El punto es que si imaginamos dados los datos iniciales en
coordenadas X y una solucion a la ecuacion coincidendo
con los datos y ahora consideramos un difeomorfismo que

coincide con la identidad en un entormo de 2 es claro que

tendremos otra solucion que satisface los datos iniciales y
difiere de la inicial por un cambio de coordenads que es la
identidad en en entorno de 2.

Ahora como un cambio de coordenadas esta caracterizado
por 4 funciones suaves pero arbitrarias

y = (x)



cabe esperar que estas permitan dar las 10-6=4
conciones que faltan para que el sitema pueda quedar bien
determinado.

Esto es lo analogo a la elaccion de la condicion de norma
en las ecuaciones de Maxwell ( Alli usamos, en el caso
vacio, la norma de Lorentz).

Aca, en analogia usaremos una condicion de norma
denominada condicion de coordenadas harmonicas,
para esto definimos :

Def :

H"=[*0, x*
La condicion de norma armonica sobre las coordendas es
HU :O kk

Veamos como se construyen coordenadas que satisfagan
esta condicion de norma. Digamos que en una region de
un espacio-tiempo dado (M, g.») tenemos coordendas y*
que no son harmonicas. Consideramos una
hipersuperficie 2 en el espacio-tiempo y consiermos las
ecuaciones ** como ecuaciones de evolucion para los
campos X" .Estas tienen una solucion tnica si damos
condiciones iniciales en 2. Tomamos estos como (x" = y"
, n°[1,x"=n*l], y*) en Z. El punto es que en un cierto
entorno estos campos serviran como coordenadas en M
que por construccion satisfacen la norma harmonica. Esto
sucedera en las regiones en que los [, x" sean vectores
independientes, y esto a su vez ocurre en donde el
determinate de sus components ( en cualquier carta
coordenada, pero en particular en la y* ) tenga



determinante distinto de cero. El punto es que como las y*
son buenas coordenadas, las [, y"tienen determinante
distinto de cero, pero, como en 2, las [1,x" y las [, y*
coinciden, el determinate de las components de [, x"es

distinto de cero en 2. Pero como las components de [, x"
son funciones suaves, tambien lo es su determinate,
entonces existe un entorno de 2 en que este es distinto de

cero y en ese entorno las x" son buenas coordenadas, que
satisfacen la norma harmonica.

Tarea 3:chequer que la definicion H" es explicitamente:
H"=%, [ 0 g™+ (1/2) g™ Zp6 2™ 04 oo ]

Esta ecuacion permite expresar las segundas derivadas
molestas de la ecuacion * y reemplazarlas por derivadas
de primer orden

De hecho

20 8awOv) H=
2o a0y 2p [ Op g%+ (1/2) g™ Zpo 8 0pgpo]
=% Zag 2p [0v0p 7+ (1/2) 0(g™ Zpo 27 OpZpo) ]
=20 Zaw Zp [0v0p 2+ (1/2) Zpo [( 0,2 ) % Op oo+
g™ (0,g) 0p Zoo +g* g™ 01,05 Zpo)] |
=34 Sau000p €+ (1/2) Zpo [Zap Zau (0™ ) °° Op oo+
O 2" Oy Zoo+ 2 0,0y po)]
=(1/2) Zpo [ 2% 000y oo T2 Zp(u 000" ]
+(1/2) Zps [Zap Gaw ( av)gﬁa ) 2% 0p oot 01y £%° 0, Zpo]
=(1/2) Zpo [ 2 000y Zoo 2 Zou0v0og™ ] +J( g, 0g)

Ahora 0=6a( 6pv ):aa(gopgw) = gopaagw + aa(gGP)gw
de modo que  0,g"' =- g™ g™ 0u(gop)



asi que tenemos 0,g°°=- g’ g 0,(gu) 0 sea 0,g°°=- g”*

g” 0o(gap)
asi que obtenemos

2q ga(MGV)Ha:

(1/2)Z o[ 2700 oo - 2gp(u‘9V)(goangao(gaB))] +J(g,08)=
(1/2) Zp6 [ g7 000 Zoo -2 €77 0y Osgyal + T’ ( g, 08).

Asi que definiendo Ry,," como la suma Ry, + 24 g4, 0y) H°
tenemos

R, =

—1/220([3 gaB[ —2655(\, guwoa + agaa Zuv +auav gaB] + Fuv (g:ag)
+(1/2) Zpo [ €% 00,0, gpo -2 €™ 0y 0ol +Ji’( g, 08).
:'1/2 ZGB gC(B aBaa gu\)+ F’I_,[\) (g,ag)

El punto es que una vez mas la ecuacion R,,,"' = 0, aunque
no es la ecuacion de evolucion correcta, tiene la forma
apropiada de modo que el teorema 10.1.3 garantiza que
tiene buena formulacion de valores iniciales ( en el
sentido local y restringido de 10.1.3)

Veamos entonces el metodo ( analogo a la construccion
llevada a cabo en el caso de Maxwell) para obtener la
formulacion apropiada del problema de datos iniciales:

Supongamos entonces que tenemos datos iniciales dados
por (ha,, Kay) en una variedad 2, tales que satisfacen las
ligaduras Hamiltoniana y de Momento. Escogenos
coordenadas x'en X,y sean h,, y K,, las components
respectivas. Nos interesara construir las solucion g, a las



ecuaciones ***. Para esto identificamos g, (x, t=0) = h,,
para L,V =1,2,3. Escogemos (por ejemplo) go (X, t=0)=1
y goi (x, t=0)=0, y ponemos (0g,,/0t)(x, t=0) = K,,, para 1,V
=1,2,3.

Tarea 4: Verificar que esta asigancion coincide con la
expresion 10.2.13.

Notamos que esta espacificacion no determina (9g,/0t)(x,
t=0) para v =0,1,2,3.

Asi que escogemos las cantidades (0go,/0t)(x, t=0) de
modo que H"=0 sobre 2.

Tarea5: exprese esta condicion en terminos de los datos
iniciales y vea que puede escoger las cantidades
mencionadas de modo que esto se satisfaga.

Tenemos entonces datos datos iniciales g,,(x, t=0) y (dg,
Jot)(x, t=0) para 4,v ==0,1,2,3

Con estos, el teorema 10.1.3 nos garantiza una solucion
unica y bien portada del sistema de ecuaciones R,," =0.
Llamemos a esta g, (X.t).

El problema es que este no es el sistema de ecuaciones de
movimiento correcto. Sin embargo si la solucion satiface
H°=0, automaticamente satisface R,,, =0 que si es el
sitema correcto.

El punto es que por construccion H°=0 en 2. Tenemos
que chequear a) ;que ec. de evolucion satisface? y b)
¢cual es el valor de 0H/0t en 2 ?.

El primer punto emerge de la identidad de Biancci. Esta
es una identidad algebraica que no depende de si se
satisfacen o no las ecuaciones de movimiento,

simplemente, para toda métrica se tiene que [1* G,,=0.



Es decir que la g, (x,t) arriba obtenida satisface
"Gy =O0.
Ahora, es claro que podemos despejar
Ry = RuvH - 24 Zau Oy H”
y entonces
R=g" Ry =g" (Rw" - Za a0y HY) = R"- £y 0o H
Asi que
G w=Ru-(172)gw R
= Ry"-(1/2)gwR" - Zg 26u0nH" +(1/2)gy2q 0, H°

Calculamos ahora [1*G |, tomando en cuanta que g, €s
solucion de Ry,"'=0. Como digimos el resultado es
automaticmente 0 asi que:

(M ( Zg gaOnH" -(1/2)g2q 04 HY) =0
Definimos ahora

S =24 ZaqOnH" -(1/2)gnZq
De modo que nuestra ecuacion es

0=0"S,, :guBaB Sy - guB[era Spa Ty Sva
= (V2)Zq guBaB [gapOH" +g0,0,H" -g,y 04 H* ] +1(g, H, 0H)
= ()24 gus[gauaﬁa\/Ha +8av0p0,H"-g,,0s0.H"] +1°(g, H,0H)
= ()4 [0,0,H" + g"Pg,,050,H-0,0,H%] +1°(g, H,0H)
O sea

0=("2)Z4 g"*go0:0,H" +1°, (g, H,0H)

Aca notamos que los r’, son funciones homogeneas de H
y sus primeras derivadas. Multiplicando esta ecuacion por
2" obtenemos

g"ag0, H* +2g"r’, (g, H,0H) =0
El punto es que esta ecuacion es del tipo cubierto por el



teorema 10.1.3, asi que dados datos iniciales tiene una
solucion unica.

Veamos ahora los datos iniciales faltantes.

Recordemos que nuestros datos iniciales en 2 satisfacian
las ligaduras G ;,,n*h°.=0 y G ,n*n"=0

Lo que quiere decir que G ,n*=0 y en nuestras
coordenadas G ,n"=0.

Pero esto es

0=n"G ,,= n"[Ry,"-(1/2)gwR" - Z, 4.0, H*
+(1/2)guwZa 0 HY

Ahora en nuestro caso n*=(1,0,0,0) por lo cual
y dado que como R,," =0

0= 2,n"[gdH" +g4,0,H" -g,, 0,H"] =
2 Zo [8a00H” +20,00H" -go, 04 H]=
Yo [avHO +g0vaOH0 +givaoHi -Zov (60 HO +aiHi) ]:
Y5 [0,H® +g0,00H" +g1,00H' -go, 0o H’]=
5 [0,H° +g,0H' ]

En el caso v=0 obtenemos dierctamente d,H’=0

En el caso v=j dado que d,;H’=0 puesto que los H* se
anulan sobre X obtenemos d,H’ =0.

Es decir los H® tienen valores iniciales cero en2, y es
claro que H" =0 satisface la ecuacion diferencial y estos

datos 1iniciales, pero como la solucion es unica, esa tiene
que ser LA solucion.



Dado que H” =0 nuestra g, (x,t) es solucion de la
ecuacion de evolucion correcta.






Como vimos, dada 2 una hipersuperficie, g., la métrica
del espacio-tiempio inducida en esta una métrica hy,
dada por h,,=g., + n, ny , la cual claramente da lugar a un
unico operador derivada D, sin torsion compatible con hy,
en 2 . También tenemos un proyector h?, = 0% + n* n,
Esto permite ver a un tensor T *.4. sobre M como

(I/2)[® R+ (K -KyK,"]=0
que tampoco tiene la forma de ecuacion de evolucion
sino de limitante o “constraint” sobre los datos iniciales.






