
Volviendo a las ecuaciones de evolución ( Ec de Einstein 
en el vacío)  podemos imaginar que tomamos coordenadas 
xµ  en M y queremos ver las ecuaciones para gµν. Como 
nos dan datos iniciales en Σ  escogemos las coordenadas 
de modo que x0=t  sea tal que t=0 corresponda a Σ
 (¿ por que se puede hacer esto?)

 Simplemente haciendo la cuenta obtenemos que

Rµν = 
-1/2Σαβ g

αβ[ -2∂β∂(ν gµ)α + ∂β∂α gµν +∂µ∂ν gαβ] + Fµν (g,∂g)*

de modo que 

    Gµν = Rµν -(1/2) Rgµν = 
(-1/2) Σαβ g

αβ[ -2∂β∂(ν gµ)α + ∂β∂α gµν +∂µ∂ν gαβ] +
(1/2) Σαβρσ gµν gαβ gρσ [ -∂β∂ρ gσα +∂β∂α gρσ ] + Lµν (g, ∂ g) 

Tarea 1  verificar las expressiones de arriba y calcular 
explicitamente la forma de F y L.

El punto es que estas ecuaciones no son de tipo diagonal 
hiperbolico. 

 De hecho ya sabemos que de estas 10 ecuaciones 4 son 
constriccion y no ecuaciones de evolucion. Como hay en 
principio 10 incognitas gµν el sitema es subdeterminado.
no puede tener solucion única.

Esto lo entendemos como asociado  a la libertad de norma. 
Que en nuestro caso tiene que ver con la invariancia ante 



difeomorfismos.  Como sabemos, si tenemos un 
espaciotiempo (M, gab)  y un difeomorfismo ( mapeo 
biyectivo suave con inversa suave)
φ: M→M, entonces (M, φ*gab) representan el mismo 
espacio-tiempo. El punto es que si imaginamos dados los 
datos iniciales en  Σ  y una solución (M, gab)  a la ecuación 
coincidendo con dichos datos y ahora consideramos un 
difeomorfismo que coincide con la identidad en un 
entormo de Σ  es claro que tendremos  en (M, φ*gab) otra 
solución que satisface los datos iniciales.

 Esto usualmente se describe en terminos de cambio de 
coordenadas, pero veamos la relación entre  la descripción 
de arriba  y la usual.

 Para esto sera útil denotar a la imagen del difeomorfismo 
com M’ (aunque en verdad M y M’coincidan, de hecho 
sabemos que dos variedades difeomorfas son la misma 
varidad abstracta).
 Considermos
                        Id: M→M’
                          φ: M→M’
 Dada una carta coordenada de M 

          ϕ:M→ℜn         ∀p ∈ M,   xµ (p)= Πµ (ϕ(p))

Podemos considerar ahora dos cartas en M’
1)        ∀q ∈ M’,  xµ (q)= Πµ (ϕ(Id-1(q))) 
y
2)        ∀q ∈ M’,  yµ (q)= Πµ (ϕ(φ-1(q)))



  Dado un campo tensorial T ab.. cd..en M, definimos dos en 
M’
 a) Id* (T ab.. cd..)  
 y
  b) φ* (T ab.. cd..)
Tarea 2:
 Considere  como son las componentes de los tensores a y 
b de en las cartas 1 y 2.

Dadas unas coordendas en M, y las components de gab y 
gab’ = φ*gab  estan relacionadas por
 
             gµν = gab (∂ /∂ xµ )a(∂ /∂ xν )b 
          gµν’ = (φ* gab )(∂ /∂ xµ )a(∂ /∂ xν )b=  
          gab (φ* (∂ /∂ xµ )a) (φ* (∂ /∂ xν )b ) =

que coincide con un simple cambio de coordenadas 
determinado por “ y = φ(x)”, mas pracisamente  “yµ  = Πµ 

(φ(x))”. Que quiere decir exactamente?

 Asi que      gµν’ = gab ( ∂ /∂ yµ )a ( ∂ /∂ yν )b 

El punto es que si imaginamos dados los datos iniciales en 
coordenadas x y una solucion a la ecuación coincidendo 
con los datos y ahora consideramos un  difeomorfismo que 
coincide con la identidad en un entormo de Σ  es claro que 
tendremos otra solucion que satisface los datos iniciales y 
difiere de la inicial por un cambio de coordenads que es la 
identidad en en entorno de Σ.
Ahora como un cambio de coordenadas esta caracterizado 
por 4 funciones suaves pero arbitrarias
                    yµ =fµ (x)



 cabe esperar que estas  permitan dar  las 10-6=4 
conciones que faltan para que el sitema  pueda quedar bien 
determinado.
 Esto es lo analogo a  la elaccion de la condicion de norma 
en las  ecuaciones de Maxwell  ( Alli usamos, en el caso 
vacio,  la norma de Lorentz).
 
Aca, en analogía usaremos una condición de norma 
denominada condición de coordenadas harmonicas,
 para esto definimos :
 Def :
                        Hµ=∇a∇a xµ 

 
La condición de norma armonica  sobre las coordendas es 
                       
                         Hµ =0 **

  Veamos como se construyen coordenadas que satisfagan 
esta condición de  norma.  Digamos que en una región de 
un espacio-tiempo dado (M, gab) tenemos coordendas yµ 

que no son harmonicas.  Consideramos una 
hipersuperficie  Σ  en el espacio-tiempo y consiermos las 
ecuaciones **  como ecuaciones de evolución para los 
campos xµ .Estas tienen una solucion única   si damos 
condiciones iniciales en Σ.  Tomamos  estos como (xµ = yµ 

, na∇a xµ = na∇a yµ) en Σ. El punto es que en un cierto 
entorno estos campos servirán como coordenadas  en M 
que por construcción satisfacen la norma harmonica. Esto 
sucedera en las regiones en que  los ∇a xµ   sean vectores 
independientes, y esto a su vez ocurre en donde el 
determinate de sus components ( en cualquier carta 
coordenada, pero en particular  en la yµ ) tenga 



determinante distinto de cero. El punto es que como las yµ 

son buenas coordenadas,  las ∇a yµ tienen determinante 
distinto de cero, pero, como en Σ, las ∇a xµ y las ∇a yµ 

coinciden, el determinate de las components de ∇a xµ es 
distinto de cero en Σ. Pero como las components de ∇a xµ 

son funciones suaves, tambien lo es su determinate, 
entonces existe un entorno de Σ en que este es distinto de 
cero y en ese entorno las xµ son buenas coordenadas, que 
satisfacen la norma harmónica.

Tarea 3:chequer que la definicion Hµ es explicitamente:

Hµ =Σα  [ ∂α gαµ + (1/2) gαµ Σρσ  gρσ ∂α gρσ ]

Esta ecuacion permite expresar las segundas derivadas 
molestas de la ecuación *  y reemplazarlas por derivadas 
de primer orden 
 De hecho 
Σα gα(µ ∂ν) Hα= 
Σα gα(µ ∂ν)  Σβ [ ∂β g

βα + (1/2) gβα Σρσ  gρσ ∂β gρσ ]
=Σα gα(µ  Σβ [∂ν)∂β g

βα + (1/2) ∂ν)(gβα Σρσ  gρσ ∂β gρσ) ]
=Σα gα(µ  Σβ [∂ν)∂β g

βα + (1/2) Σρσ [( ∂ν)gβα ) gρσ ∂β gρσ +
                   gβα (∂ν)gρσ) ∂β gρσ +gβα   gρσ ∂ν)∂β gρσ)] ]
=Σαβ gα(µ ∂ν)∂β g

βα + (1/2) Σρσ [Σαβ gα(µ ( ∂ν)gβα ) gρσ ∂β gρσ +
 ∂(ν gρσ ∂µ) gρσ + gρσ ∂(ν∂µ) gρσ)] 

=(1/2) Σρσ [ gρσ ∂(ν∂µ) gρσ  +2 gρ(µ ∂ν)∂σgσρ ] 
+ (1/2) Σρσ [Σαβ gα(µ ( ∂ν)gβα ) gρσ ∂β gρσ + ∂(ν gρσ ∂µ) gρσ]
=(1/2) Σρσ [ gρσ ∂(ν∂µ) gρσ  +2 gρ(µ ∂ν)∂σgσρ ] + J( g, ∂g)

Ahora      0=∂α( δρ
ν  )=∂α(gσρg

σν ) = gσρ∂αgσν + ∂α(gσρ)g
σν

de modo que         ∂αgµν =- gσµ gρν  ∂α(gσρ) 



 asi que tenemos ∂αgσρ =- gσµ gρν  ∂α(gµν)  o sea ∂σgσρ =- gσα 

gρβ  ∂σ(gαβ)
asi que obtenemos

                Σα gα(µ∂ν)Hα= 
(1/2)Σρσ[gρσ∂(ν∂µ) gρσ - 2gρ(µ∂ν)(gσαgρβ∂σ(gαβ))] + Jµν(g,∂g)=
(1/2) Σρσ [ gρσ ∂(ν∂µ) gρσ  -2 gσα ∂(ν ∂σgµ)α] + Jµν’( g, ∂g).
 
Asi que definiendo Rµν

H  como la suma Rµν + Σα gα(µ ∂ν) Hα 

tenemos 

Rµν
H = 

-1/2Σαβ g
αβ[ -2∂β∂(ν gµ)α + ∂β∂α gµν +∂µ∂ν gαβ] + Fµν (g,∂g) 

+(1/2) Σρσ [ gρσ ∂(ν∂µ) gρσ  -2 gσα ∂(ν ∂σgµ)α] + Jµν’( g, ∂g).
=-1/2 Σαβ g

αβ ∂β∂α gµν +  F’µν (g,∂g)
  
El punto es que una vez más la ecuación Rµν

H = 0, aunque 
no es  la ecuación de evolución correcta, tiene la forma 
apropiada de modo que el teorema 10.1.3 garantiza que 
tiene  buena formulación de valores iniciales ( en el 
sentido local y restringido de 10.1.3)

Veamos entonces el método ( análogo a la construcción 
llevada a cabo en el caso de Maxwell) para obtener la 
formulacion apropiada del problema de datos iniciales:

Supongamos entonces que tenemos datos iniciales dados 
por (hab,,Kab)  en  una variedad Σ,  tales que satisfacen las 
ligaduras Hamiltoniana y de Momento. Escogenos 
coordenadas  xi en Σ , y sean hµν y Kµν  las components 
respectivas. Nos interesara construir las solucion gµν  a las 



ecuaciones ***. Para esto identificamos gµν (x, t=0) = hµν 

para µ,ν =1,2,3. Escogemos  (por ejemplo) g00 (x, t=0)=1 
y g0i (x, t=0)=0, y ponemos (∂gµν/∂t)(x, t=0) = Kµν para µ,ν 
=1,2,3.  
Tarea 4: Verificar que esta asigancion coincide con la 
expresion 10.2.13.
Notamos que esta espacificación no determina (∂g0ν/∂t)(x, 
t=0)  para ν =0,1,2,3. 
Asi que escogemos las cantidades (∂g0ν/∂t)(x, t=0) de 
modo que Hα=0 sobre Σ.  
Tarea5: exprese esta condición en terminos de los datos 
iniciales y  vea que puede escoger las cantidades 
mencionadas de modo que  esto se satisfaga.
 Tenemos entonces datos  datos iniciales gµν(x, t=0)  y (∂gµ

ν/∂t)(x, t=0)  para µ,ν ==0,1,2,3
Con estos, el teorema 10.1.3 nos garantiza una solucion 
unica  y bien portada del sistema de ecuaciones Rµν

H =0.
Llamemos a esta gµν (x,t).
El problema es que este no es el sistema de  ecuaciones  de 
movimiento correcto. Sin embargo si la solución satiface
Hα=0, automaticamente satisface Rµν = 0  que si es el 
sitema correcto.  

El punto es que por construcción Hα=0 en Σ.  Tenemos 
que chequear  a) ¿que ec. de evolución satisface? y b) 
¿cual es el valor de ∂Hα/∂t en Σ ?.

El primer punto  emerge de la identidad de Biancci.  Esta 
es una identidad algebraica que no depende de si se 
satisfacen o no las ecuaciones de movimiento, 
simplemente, para toda métrica se tiene que ∇a Gab =0.



 Es decir que la gµν (x,t) arriba obtenida satisface 
                     ∇µ G µν =0.
  Ahora, es claro que podemos despejar 
Rµν = Rµν

H
 - Σα gα(µ ∂ν) Hα

 y entonces
 R= gµν

  Rµν = gµν
  (Rµν

H
 - Σα gα(µ ∂ν) Hα) = RH- Σα ∂α Hα

 Asi que
            G µν= Rµν-(1/2)gµν R
 = Rµν

H-(1/2)gµνRH
 - Σα gα(µ∂ν)Hα  +(1/2)gµνΣα ∂α  Hα

Calculamos ahora ∇µG µν  tomando en cuanta que gµν es 
solución de Rµν

H =0. Como digimos el resultado es 
automaticmente 0 asi que:
 
∇µ ( Σα gα(µ∂ν)Hα  -(1/2)gµνΣα 

 ∂α  Hα) =0 
 Definimos ahora 

 Sµν =Σα gα(µ∂ν)Hα  -(1/2)gµνΣα 
 

 De modo que nuestra ecuación es

 0 = ∇µ Sµν =gµβ∂β Sµν - gµβ[Γβν
α Sµα +Γβµ

α Sνα ]
= (½)Σα gµβ∂β [gαµ∂νH

α +gαν∂µH
α   -gµν 

 ∂α Hα ] +r(g, H, ∂H)
= (½)Σα gµβ[gαµ∂β∂νH

α +gαν∂β∂µH
α-gµν∂β∂αHα] +r’(g, H,∂H)

= (½)Σα [∂α∂νH
α + gµβgαν∂β∂µH

α-∂ν∂αHα] +r’(g, H,∂H)
O sea
       0=(½)Σα gµβgαν∂β∂µH

α +r’ν (g, H,∂H)
  Aca notamos que los r’ν son funciones homogeneas de H 
y sus primeras derivadas. Multiplicando esta ecuacion por
2gνλ obtenemos
                  gµβ∂β∂µH

λ  +2gνλr’ν (g, H,∂H) =0
  El punto es que esta ecuación es del tipo cubierto por el 



teorema 10.1.3, asi que dados datos iniciales tiene una 
solución única.

Veamos ahora los datos iniciales faltantes.
Recordemos que nuestros datos iniciales  en Σ satisfacian 
las ligaduras G ab na hb

c
 =0   y G ab na nb

 =0 
 Lo que quiere decir que G ab na =0 y en nuestras 
coordenadas G µνn

µ=0. 

Pero esto es 
0=nµG µν= nµ [Rµν

H-(1/2)gµνRH
 - Σα gα(µ∂ν)Hα     

+(1/2)gµνΣα ∂α  Hα]
Ahora en nuestro caso nµ=(1,0,0,0) por lo cual 
y dado que como Rµν

H =0

0 =½ Σα nµ [gαµ∂νH
α +gαν∂µH

α   -gµν ∂α Hα] =
   ½ Σα 

 [gα0∂νH
α +gαν∂0Hα   -g0ν ∂α Hα]=

½ [∂νH0 +g0ν∂0H0 +giν∂0Hi     -g0ν ( ∂0 H0 +∂iHi) ]=
½ [∂νH0 +g0ν∂0H0 +giν∂0Hi     -g0ν  ∂0 H0]= 
½ [∂νH0  +giν∂0Hi     ]

En el caso  ν=0  obtenemos  dierctamente ∂0H0 =0

En el caso  ν=j   dado que ∂jH0 =0  puesto que los Hα  se 
anulan sobre   Σ obtenemos ∂0Hj =0.

  Es decir los Hα  tienen valores iniciales cero en Σ, y es 
claro que Hα =0  satisface la ecuación diferencial  y estos 
datos iniciales, pero como la solución es única, esa tiene 
que ser LA solución.



 Dado que Hα =0 nuestra gµν (x,t)  es solución de la 
ecuación de evolución correcta.

  

 

 





 
Como vimos, dada  Σ  una hipersuperficie, gab  la métrica 
del espacio-tiempio inducida en esta una  métrica hab 
dada por hab =gab  + na nb , la cual claramente da lugar a un 
único operador derivada Da sin torsión compatible con hab 

en Σ .  También tenemos un proyector  ha
b = δa

b + na nb.

Esto permite ver a un tensor T ab…
cd.. sobre  M  como 

       (1/2)[ (3)R +   (Ka
a)2   - Kb

aKa
b] = 0

 que tampoco  tiene la forma de ecuación de evolución 
sino de limitante o “constraint” sobre los datos iniciales.




