
  

Clase 10



  

Relaciones  de Gauss Codacci
• Como vimos, dada  Σ  una hipersuperficie, gab  la métrica  del 

   espacio-tiempio inducida en esta una  métrica hab  dada por

    hab =gab  + na nb , la cual claramente da lugar a un único operador 
derivada Da sin torsión compatible con hab  en Σ .  También 
tenemos un proyector  ha

b = δa
b + na nb.

• Esto permite ver a un tensor T ab…
cd.. sobre  M  como un tensor 

sobre Σ, si satisface:

•               *  T ab…
cd.. =  ha

e hb
f .. hh

chi
d ..T ef…

hi..

• Por otro lado dado un tensor T ab…
cd.. sobre   Σ  , este define 

automaticamente  define  un un tensor M,  que satisface *, es 
decir que contraido en  cualquiera de sus indices con na  ó  na da 
0.



  

 Nos interesa la relación entre Da  y ∇a .  Notemos que si tenemos un  

campo tensorial T ab…
cd.. sobre  Σ,  y el  correspondiente campo 

tensorial sobre M  y quisieramos  calcular ∇e T ab…
cd no podríamos 

hacerlo pues  al no tener el campo definido afuera de Σ, no 
podríamos considerar como varia  en direcciones que nos sacan de  
Σ.  Sin embargo si podriamos definir como  varia  el campo en 
diercciones  tangente a Σ, lo que nos permitiria hablar de
ve ∇e T ab…

cd para ve  tangente a Σ. Es decir que estaría bien definido 

he
f ∇e T ab…

cd, que sin embargo no necesariamente satifacería la 

condición *. Pero claramente podemos  ahora proyectar todos sus 
indicec con ha

b, lo que generaría un tensor  sobre Σ. Esta 

construcción se caracteriza por
  Lema 10.2.1:
 
• Dg T ab…

cd  = hl
g ha

e hb
f .. hh

chi
d …∇l T ef…

hi…



  

Demostación: Consideramos  el operador D’g definido como  

             D’g T ab…
cd  = hl

g ha
e hb

f .. hh
chi

d …∇l T ef…
hi…

Es claro que satisface:
• 1) Linealidad
• 2) Regla de Leibnitz
• 3) Conmutativiad con la contraccion de indices
• 4) Para todo para ve tangente a Σ y toda función  suave  f sobre  Σ,  
         tenemos vg D’g f = vg hl

g∇l f = vl∇l f = v(f).

• 5)   D’a D’b f -D’b D’a f = D’a  (hm
b∇m f)  – (a ↔b) = 

  hl
a hc

b ∇l (hm
c∇m f) – (a ↔b)   = 

hl
a hm

b ∇l (∇m f)  + hl
a hc

b ∇l  (hm
c)∇m f  – (a ↔b) = hl

a hc
b ∇l (hm

c)∇m f – (a ↔b)

 Pero 
hl

a hc
b ∇l (hm

c) = hl
a hc

b∇l(nm nc) = hl
a hc

b nm ∇l(nc) =      hc
b nm Kac = nm Kab   

De modo que  D’a D’b f -D’b D’a f = nm Kab∇m f – (a ↔b) =0

Esto demuestra que D’a es un operador derivada



  

• Veamos ahora  como actua sobre la métrica:
 
• D’c (hab) = hl

c hd
a he

b∇l (hde) = hl
c hd

a he
b∇l (nd ne)=

 
     hl

c hd
a he

b [nd ∇l (nd) + ∇l (nd) ne]= 0.

 
Es, decir D’a es un operador derivada, pero este es único 

asi que D’a = Da .♦

• Este operador derivada da lugar a su vez al tensor de Riemann 
de Σ , para calcularlo consideramos una 1 forma wa sobre  Σ y 

recordamos la definición:

                          (3)Rabc
d wd =Da Db  wc -Db Da wc



  

Pero 
Da Db  wc = Da (hd

c hl
b ∇l wd ) = hg

a he
b hf

c ∇g( hd
f hl

e ∇l wd ) = 

hg
a he

b hf
c hd

f hl
e ∇g∇l wd + hg

a he
b hf

c  [hd
f ∇g(hl

e ) + ∇g(hd
f )hl

e  ] ∇l wd =

           
hg

a hd
c  hl

b ∇g∇l wd  + [hg
a he

b hd
c ∇g(hl

e) + hg
a hf

c ∇g(hd
f )hl

b  ] ∇l wd =

     
hg

a hd
c  hl

b ∇g∇l wd  + [hd
c Kab nl + Kac nd  hl

b  ] ∇l wd

Entonces

          (3)Rabc
d wd = hg

a hd
c  hl

b ∇g∇l wd  + [hd
c Kab nl + Kac nd  hl

b  ] ∇l wd – (a ↔b) = 

           hg
a hd

c  hl
b (∇g∇l wd –∇l∇g wd ) + [Kac nd  hl

b  ∇l wd– (a ↔b)]

Ahora 
∇g∇l wd –∇g∇l wd = Rgld

f wf

Y  por otro lado 

nd  hl
b ∇l wd=  hl

b [∇l (nd wd) -∇l (nd ) wd ] =hl
b [∇l (0) -gdf∇l (nf ) wd ] = 

                                   - hl
bgdfKlfwd  = - Kb

dwd



  

• Asi que encontramos:

(3)Rabc
d wd = hg

a hd
c  hl

b Rgld
f wf  -  Kac Kb

fwf  + Kbc Ka
fwf

Como esto es valido para toda 1 forma  wa sobre  Σ  tendermos:

(3)Rabc
d  = hg

ahe
chl

bRgle
fhd

f   -   KacKb
f hd

f   +  Kbc Ka
f hd

f 

(3)Rabc
d  = hg

ahe
chl

bRgle
fhd

f   -   KacKb
d   +  Kbc Ka

d
   **

De igual manera :  (tarea Problema 4) se obtine:
     DaKb

a– DbKa
a= Rcd ndhc

b   **

•   Estas ** son las relaciones de Gauss Codacci



  

 Como habiamos mencionado consideraremos los datos iniciales en 
Σ como (hab , Kab ).

Considermos ahora las ecuaciones de Einstein en el vacio: 
                 Gbc =Rbc –(1/2)gbcR =0

•  Contrayendo con nc hb
a  obtenemos:

0 = nc hb
a (Rbc –(1/2)gbcR) = nc hb

a Rbc =DbKa
b– DbKa

a

Vemos que esta no tiene la forma de ecuación de evolución sino de 
limitante o “constraint” sobre los datos iniciales.

Por otro lado  
Rabcd hac hbd= Rabcd (gac +na nc )(gbd+nb nd ) = R + 2Racnanc

= (-Rgcc + 2Rac) nanc = 2( Rac-(1/2)gcc R) nanc= 2 Gacnanc



  

• Pero ahora usamos la primera relación de GC y contraemos b y d

• (3)Rac  = hg
ahe

chl
bRgle

fhb
f   -   KacKb

b   +  Kbc Ka
b=      

               hg
ahe

chl
fRgle

f
 -   KacKb

b   +  Kbc Ka
b

 y  finalmente contraemos con hac obteniendo 

• (3)R  = hachg
ahe

chl
fRgle

f
 -   Ka

aKb
b   +  Kb

aKa
b

           = hgehl
fRgle

f
 -   (Ka

a)2   +  Kb
aKa

b          

          = hgehl
fRglea g af

 -   (Ka
a)2   +  Kb

aKa
b

       = hgehl
fRglea(haf –na nf

 ) -   (Ka
a)2   +  Kb

aKa
b      

        = hgehl
fRgleahaf -   (Ka

a)2   +  Kb
aKa

b

           = hgehlaRglea
 -   (Ka

a)2   +  Kb
aKa

b

           = 2 Gacnanc -   (Ka
a)2   +  Kb

aKa
b



  

es decir
                     Gacnanc= (1/2)[ (3)R +   (Ka

a)2   - Kb
aKa

b]

Por lo tanto la ecuación Gacnanc= 0  se puede expresar  como

               
                  (1/2)[ (3)R +   (Ka

a)2   - Kb
aKa

b] = 0

que tampoco  tiene la forma de ecuación de evolución 
sino de limitante o “constraint” sobre los datos iniciales.

Estas son las ligaduras sobre los datos iniciales de la R.G.
1) Ligadura Hamiltoniana  o “Hamiltonian Constraint”

                (1/2)[ (3)R +   (Ka
a)2   - Kb

aKa
b] = 0

2)Ligadura de Momentum  o “Momentum Constraint”
                           
                                DbKa

b– DbKa
a = 0


